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Kim Đình Sơn, 12A1,THPT Chuyên Vĩnh Phúc 


1 Giói thiệu 

Xét dãy số(a„) n > 0 và hàm số 

G(x) = a 0 + aqx + d 2 x 2 + ••• + CL n x n + ••• 

Khi đó G(x) đươcj gọi là hàm sinh cho dãy (a n ) n > 0 , ta nói hàm G(x) mang đầy đủ thông tin về 
dãy (a n ) nẼN . Hệ số của x n chính là số hạng CL n của dãy.Nếu biết đặc điếm của hàm G(x) ta hoàn 
toàn có thể biết mọi số hạng của dãy a n một cách tổng quát. Ví dụ dãy số thỏa mãn phuơng 
trình sai phân CL n+1 + Uũ n + Vãn-i = 0 ta có hàm sinh cho dãy thỏa mãn 

(G(x) — a 0 — aqx) + Ux{G{x) — a 0 ) + Vx 2 G[x) = 0 


Hay 


G(x) = 


a 0 + (ơa 0 + Va^x 


1 + Ux + Vx 2 

Neu r 1( r 2 là hai nghiệm của phuơng trình đặc trung X 2 + ux + V = 0 khi đó 
, . a 0 + (ơa 0 + Va t )x a B ^ 

G(x) = u-r“x)u-%) = Ũ^y + Ũ^y = Z ( ari + fa )x 

n= 1 

Từ đó suy ra số hạng tống quát của dãy là : a n= ar-L 1 + /?r 2 n , n > 0. Trong đó a, /? xác định 
theo a 0 và a t . 

VÍ DỤ l.Tìm công thức tổng quát cho dãy ( y n ,n > 0) với y 0 = 1 và y n = ay n _ 1 + b n , Vn > 

1. 

Giải Xét G[x) = y n x n , khi đó 

00 00 00 

G(x) = y 0 + ay n _ 1 + b n )x n = ax ^ y n ^ n + ^ b n x n = - — — + ax G(x) 

n= 1 n= 0 71 = 0 


Suy ra 


00 

Gix ) = L - 1 ( _ b _ g 'I-Y 1 

(1 — ax)(l — bx) b — a\l — bx 1 — ax) L—i 

77 = 0 


ỏ 77 + l _ a 77 + l 

b — a 


-X' 
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un+i_ a n+i 

Do đó y„ = .V n. 

ví DỤ 2. Chứng minh rằng số Fibonacci 



71 = 0 


Giải Dãy Fibonacci thỏa mãn F 0 = 0, F t = 1 và F n+1 = F n + F n _ 1 , Vn > 1. Đặt 



71 = 0 


Xét hàm sinh G(x) = s^=0 CL n x n , khi đó 


00 00 00 00 00 

G(x) = X X c = X xfe X c %n ~ k = X xfe(x + 1)fc = 

71=0 71 = 0 n = 0 n = 0 n=0 


X i 


Để ý rằng hàm sinh cho dãy Fibonacci cũng chính bằng - — — — - và F 0 = 0 = a 0 , F ± = 1 = 
a x .Suy ra d n = F n ,Vn .Ta có điều cần chứng minh. 

VÍ DỤ 3. ( China MO ) 

Chứng minh rằng 



2 Các phép toán trên hàm sinh 

Cho dãy <20,%. ..và ổ(x)là hàm sinh bởi dãy số đó. Khi đó hàm sinh cho dãy Ca 0 ,CcLi, ■■■ là 
Y^ =0 Ca n x n = CY^ =ữ a n x n = CG{x). Ta có pháp nhân. 

Tiếp theo, giả sử hai dãy {a n } n >0 và {b n } n > 0 có hai hàm sinh lần lượt là A(x) và B(x). Khi đó 
dãy {a n + b n } n > 0 có hàm sinh là ỵ^ =0 [a n + b n )x n = ỵ^ =0 a n x n + Y^ =0 b n x n = A[x) + 
B (x), ta có phép cộng. 

Neu thêm đằng trước dãy a 0 , a L bằng k số 0 thì ta có hàm sinh co dãy 0,0, ... ,0, a 0 , a 1 , ... chính 
là Xn= 0 CL n x n+k = x k G(x), ta có phép nhân. 
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Bây giờ ta xét hàm G(x ) = A(x ) • B[x) = 'Zn=o'Zi=o O-ibn-i, đặt c n = Xf=o a ib n -i • Ta có hàm 
sinh cho dãy {c n } n >0 chính là hàm G(x). Ta gọi quy tắc này là “phép xoắn” hay quy tắc 
“xoắn”(ta có hai dãy {a n }„> 0 và {b n } n >0 ghép cặp từng số hạng như kiếu 

Q b n b-n—l b n — 2 b 0 

^ CLq a ^ CL 2 


.) 


VÍ DỤ 4 Chứng minh rằng số cách chèn dấu * vào tích của n+1 nhân tử là số Catalan 


1 

n + 1 



Giải. Ta nhận thấy số cách chèn dấu * vào giữa tích i + 1 nhân tử là Cị và giữa n — i nhân tử còn 
lại là Cn-i-!. Do đó 


C-n+l 


=1 

7 — n 


r.r . 


Xét hàm sinh 


G(x) 


00 00 



n=0 n = 1 


Khi đó G(x) — 1 = Hn=i Cn* n = Zn=i£f=o C n _j x n , theo quy tắc xoắn ta có 
ổ(x) — 1 = xG(x) 2 Suy ra 


G(x) 


1-V1 -4x 
2x 


Ta có 


00 / ]_\ 

VI — 4x = ( 1 - 4 x )“2 = y 2 1 (_4x) n 

1 1 n / 

= V 2 , (2~ 1 )(2~ 2 )'"(2~ rt+1 )' 

Z_I n! 


(— 4x) 7 


71=0 

00 

= 1 - 2 |, 

71 = 0 


(2n — 2) ! 


(n — 1) ! (n — 1) 


x n ^ 1 /2n\ 

! n Z_I n + 1 u 

71 = 0 


Vậy ta có điều phải chứng minh 
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VÍ DỤ 5. Chứng minh đẳng thức sau đúng với mọi số nguyên duơng m, n, k 


/m + n 
{ k 



(Công thức Vandermonde ) 

VÍ DỤ 6. Cho dãy {a n } n >0 xác định bởi a 0 = 1 và a 0 a n + a í a n _ 1 + ••• + a n a 0 = 1. Tìm công 

thức tổng quát cho a n 

3 Xây dựng hàm sinh 

Đe biết thông tin về một dãy số ta xét hàm sinh cho dãy số đó. Đối với các bài toán đòi hỏi 
công thức tuờng minh cho số hạng của dãy hoặc chứng minh đắng thức về dãy tức là ta chỉ cần 
“nắm bắt về một thông tin “( quan trọng) về dãy, khi đó ta chỉ cần xét hàm sinh cho một biến. 
Vậy thế nào là “thông tin”? Ta sẽ gán cho mỗi một thông tin ứng với một biến. Ví dụ, với một 
phần tử a của dãy ta có hai lựa chọn là hoặc a đuợc chọn hoặc là nó không đuợc chọn, do đó 
biếu diễn hàm sinh cho alàx° + x 1 = l + x như vậy ta có hàm sinh cho dãy gồm n phần tử 
được chọn là ( 1 + x) n . Ở đây thông tin là sự xuất hiện của phần tử trong dãy. 

VÍ DỤ 7 [Romania MO 2003) Có bao nhiêu số có n chữ số từ tập họp {2,3 ,7,9} và chia hết cho 

3? 

Giải Ta có một số chia hết cho 3 nếu và chỉ nếu tống các chữ số của nó chia hết cho 3. Như vậy 

yêu cầu bài toán tương đương với việc tìm số các số có n chữ số mà tống các chữ số của nó chia 

hết cho 3. Ta có mỗi chữ số của số thỏa mãn có giả trị là một trong các số 2,3,7 hoặc 9. Do đó 
hàm sinh cho mỗi chữ số sẽ là X 2 + X 3 + X 7 + X 9 . Xét hàm sinh 1 

T(x) = ( X 2 + X 3 + X 7 + x 9 ) n = /o + /iX + / 2 X 2 + ••• + / 9n x 9n 

Trong đó f k là số các số có n chữ số từ {2 ,3, 7, 9} mà có tống các chữ số là k. 

Xác định £ = e 2nil 3 là nghiệm nguyên thủy bậc ba của Unity ( phương trình X 3 = 1), ta có 

£ 1 vầ 1 + £ + £ 2 = (£ 3 — 1)/ (£ — 1) = 0. Khi đó 

:F( 1 ) = /o + /i + /2 + /3 + /4 + ••• 

T(£) = /0 + /i£ + f 2 £ 2 + /3 + / 4 e + ••• 

T(£ 2 ) = /0 + /i£ 2 + f 2 e + /3 + / 4 £ 2 + ••• 


Khi đó 
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T{ 1) + T[e) + T[e 2 ) = 3/o + ( 1 + £ + £ 2 )/ 1 + ( 1 + £ + £ 2 )/ 2 + 3/3 + ••• 

= 3(/o + /3 + /e + ■■• ) = 3i4 

Vậy ta có các số cần tính là 

= Ỉ(:F(1) +^(e) +^(a 2 )) 

= ^((1 + 1 + 1 + l) n + U 2 + 1 + £ + l) n + u + 1 + £ 2 + l) n ) = ^(4 n + 2) 


1 Nói thêm về hàm sinh.Như ở phần 1 đã giới thiệu, khi ta cần biết chính xác công thức của dãy, 
thông thường ta chỉ tính được hệ số hoặc giá trị của hàm sinh tại điếm nào đó (như thế là quá 
đủ). Cũng vậy ta đưa số các đại lượng cần tính về việc tính hệ số của hàm sinh. Tuy nhiên đối với 
ví dụ 7 lại khác. Đại lượng cần tính lại là tống của vài số hạng nào đó của dãy, do đó loại hàm 
sinh ta cần xét là dãy các số mũ trong hàm sinh. Như vậy, ta có hai lọai hàm sinh thường gặp( 
ứng với một biến -một thông tin) loại thứ hai là 

ỹ[x) = x a ° + x fl i + x“ 2 + ••• 

Trong đó dãy ( a n ) nẼN là dãy hữu hạn hoặc vô hạn 

VÍ DỤ 8. Cho các số nguyên dương phân biệt a 0 , a r , CL n ,b 0 , b 1 , ... , b n , với n > 2 thỏa mãn 
[dị + CLj 1 1 < i < j < n]={bi + bj 1 1 < i < j < n) . Chứng minh rằng n là một lũy thừa của 2 


Giải Xét hai hàm sinh 


A[x ) = x a ° + x fll + x“ 2 + ••• + x“ n 


Và 


B[x) = x b ° + x bl + x ửz + ••• + x bn 

Suy ra A(x) 2 = £? =1 x 2ai + 2'Z 1 <i<j< n x ai+a J vầ B(x) 2 = £f =1 x 2bi + 2 ỵ i <i < j<nX ỉ>i+ỉ>i ■ Vậy 
ta có 

A(x) 2 — A(x 2 ) = B(x) 2 — B[x 2 ) 

Hay A(x) 2 — B[x) 2 = A(x 2 ) — B{x 2 ) . Mặt khác A{ 1) = 5 ( 1 ) = n nên ta có thể viết 

A{x) — B(x) = (x — l) fc R(x), R( 1)^0 
Dođó(x — l) fc R[x)(A(x) + 5(x)) = (x 2 — l) fc R(x 2 ), i.e, 

R(x)(A(x) + 5(x)) = (x + 1 ) k R(x 2 ) 
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Với X = 1, ta có 2 n = 2 k hay n = 2 k Vậy n là một lũy thừa của 2 

Ngoài ra, việc xây dựng hàm sinh không chỉ dựa trên một biến (vì một biến chỉ cho ta một 
thông tin duy nhất!). Đối với những bài toán đòi hỏi nhiều thông tin ta cần xét hàm sinh với 
nhiều biến hơn. Nhưng trước khi đến với các ví dụ đo ta hãy xét bốn định lý cơ bản sau 

4 Định lý 

Trong ví dụ 7, ta đã thấy một phương pháp giải các bài toán dạng này có sự kết họp với số phức 
đế tính (như một bài báo của thầy Đặng Hùng Thắng trên tạp chí Toán học & Tuổi trẻ: “dùng cái 
ảo đếm cái thực”). 

ĐINH LÝ 1 Xác định £ = e 2niln với n là một số nguyên dương. Khi đó mọi đa thức 

T(x) = /o + /iX + f 2 x 2 + ••• 

Trong đó f k được xác định là zero nếu k > degT. Ta có tống 

fo+fn+ hn + - = ị(T(l) + TU) + - + TU*- 1 )) 

Chứng minh Ta xét chứng minh dựa vào các tổng s k = 1 + £ k + ••• + .Nấu n chia hết 

^_ £ (n-l)fe 

k, khi đó £ k = 1 nên s k = n. Trong trường họp khác ta có £ k 1 và s k = — ^ = 0. Ta có 

:F(1) + T(e) + ••• + TU 11 " 1 ) = f 0 s 0 + fiSí + f 2 s 2 + ••• = n(fo+ f n + f 2n + ••• ) 

Định lý được chứng minh. 

VÍ DỤ 9 ( IMO 1995 pro 6) Cho p là một số nguyên tố lẻ. Tìm số các tập con c/Z của tập 
{1,2,3, ...n}thỏa mãn 

(i) c/Z có đúng p phần tử và 

(ii) Tống tất cả các phần tử của cA chia hết cho p 

Giải Bài toán trên có hai thông tin cần biết: số các phần tử của tập họp và tống các phần tử của 
tập họp. Đến đây ta có hai hướng giải như sau 

Hướng 1 Rõ ràng với mỗi i, 1 < i < 2p ta không thể góp vào nó với hàm x° + x i = 1 + x i vì 
tích 


2 V 

n& + 

1=1 

Không thể hiện được tập c/Z có đúng p phần tử. Vì thế ta phải xét hàm sinh 
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G{t,x) = (1 + x)(l + X 2 ) ...(1 + x 2p ) = ^ a km t k x m 

k,m 

Trong đó CL km là số các tập con c/Z của {1,2,3, ...n}thỏa mãn (i) I c/Z I = 2p — k và (ii) s[cA) = m. 
Vì vậy ta cần tính A = I v ị m CL v m . Đặt ị = e 2nilp là nghiệm nguyên thủy của Unity và 

£ = {ệ,< f 2 ợ-\ợ = 1} 

Ta sẽ tính tổng IíeeIxee G(t,x) theo hai cách 

Đầu tiên ta có X x(EE ổ(t,x) = G(t, 1) + IxEE\{i}E{t,x) = G(t, 1) + Ii<i<p -1 G(t,ệ ; ).Ta có 

G{t, 1) = (t + l) 2p . Mặt khác với mọi rí 0 mod p ta có {1,2, ...,p} = {1 • r, 2 • r, ...,p • r}. 
Do đó 

Ị> + f 0 ■ n + f0 

i = 1 í = Tì 4- 1 



Xét H(t) = (t — — <f 2 )...(t — <f p ) = t v — 1, ta có H(—t) = ( — 1 ) p (t + <f)(t + ^ 2 )...(t + 

<f p ) = — (t p + 1) suy ra 

G(t,x) = (t + l) 2p + (p — l)(t p + l) 2 

XEE 


II G[t,x) = ^[(t + l) 2p + (p - l)(t p + l) 2 ] = + l) 2p + (p - l)^(t p + 1) : 

tEE XEE tEE tEE tEE 

= 11 Ck) c ‘ + 4p(p - 11 = I (ĨÌỊ / + 4p(p - 11 

tEE k = 0 fe = 0 tEE 

= ^ ( 2 /DZ tfe +4p(p_1) =p ( 2+ 

k=0,p,2p tEE ' 



+ 4p(p — 1) 


= p 



+ 4p — 2 


( + ) 


Bây giờ ta tính Xter Ixee G(t,x) theo cách khác. Đế ý rằng 
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0 nếu p \ r 
1 nếu p\r 


Do đó 


G(t,x) = 'Y J 'Y J 'Y j a km t k x m = 

tEE XEE tEE XEE k,m tEE k,m 


^ x m = ^ ^ a Km t k 

XEE tEE k,m 

p\m 


V ' ^ ' Q-k.m ^ ' £ 

fc,m tEE 

p\m 



k,m 

p\m 


= p 2 • (A + 2) (do ta không tinh trường họp k = 0 và m = 0) 


•p 


(tt) 


Từ(t) và (tt) suy ra 



+ 2 


Hướng 2 Từ giả thiết ta thấy đại lượng cần tính gồm “the side and the sum” của các tập con. Vì 
vậy hàm sinh có dạng 


g{x,y) = ^ g nM x n y k 

n,k >0 

Trong đó g nk là số các tập con k phần tử của {1,2, ...,2p} với tống các phần tử là n. Khi đó ta 
cần tính A = g v v + g 2 p.p + ••• Đe tìm dạng tống quát cho Q[x,y) ta cần xác định mỗi tập con 
gồm k phần tử và có tống các phần tử là n. Với mỗi l<m<2ptacóm được chọn thì m cũng 
sẽ thuộc vào một tập con, ngược lại m không được chọn thì m cũng không thuộc vào tập con đó 
•Do đó hàm sinh cho m là x°y° + x m y 1 = 1 + x m y. Suy ra 


g(x,y) = (1 + xy)(l + x 2 y)(l + x 3 y) ...(1 + x 2p y) 
Đặt £ = e 2nilv Khi đó theo định lý 1 


^ g n ,ky k = ptổd.y) +ổ( £ -y) + ••• + £( 1 .y)l (*) 

n,k >0 ^ 

p\n 

Ta tính Q( £ k ,y), với 0 < k < p — 1. Xét k = 0, g( l,y) = ( 1 + y) 2p . Với 1 < k < p — 1. Ta 
có gcd [k,p) = 1 nên {1,2 ,...,p}= {1 • k,2 ■ k, ...,p • k} (mod p) Suy ra 
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Cj( £ k ,y) = (1 + £ k y)[ 1 + £ 2k y)[ 1 + £ 3k y) ...(1 + £ 2pk y) 

= (d + £ k y)( 1 + £ 2k y)( 1 + £ 3k y) ...(1 + £ pk y)^j 
= ((1 + ạỵ)( 1 + £ 2 y)( 1 + £ 3 y) ...(1 + £ p y)) 2 = (1 + y p ) 2 


z Sn * yk = -((1 + y) 2p + (p — 1) ( 1 + y p ) 2 ) 

n,k >0 ^ 

p\n 

Ta Cần tính 


A = ^ g np = [x p ]-((l + y) 2p + (p - 1) ( 1 + y p ) 2 ) 

n> 0 ^ 

p\n 


( 2p ) + 2(p-l) 


Đó là đáp số cần tính 


VÍ DỤ 10 Cho p là một số nguyên tố lẻ và số nguyên dương n không chia hết cho p. Tìm số các 
bộ (x 1; x 2 , ...,Xp_ 1 ) gồm p — 1 số tự nhiên không lớn hơn n — 1 sao cho tổng x x + 2x 2 + ••• + 
(p — l)x p _ 1 - 0 (mod p) . 


Đáp số là (n p 1 + p — l)/p 

VÍ DỤ 11 ( China MO 1999)với tập A , xác đinh S(i4) là tổng các phần tử thuộc A ( nếu A = ộ 
thì S(i4) = |i4| = 0 ). Gọi s = {1,2, ...,1999}và r = 0,1, 2, 3, ...,6 xác định 

T r = {T\T ES , S(T) = r mod 7 } 


Với mỗi r tính \T r \ . 

Trước khi đến với ví dụ 12 ta xét định lý sau 

ĐINH LÝ 2 Đạo hàm của hàm số o-c(x) = nf=i7ii(x) ( trong đó Áj(x) là các hàm khả vi với 
biến x) là 


H' {x) 


n 

M{x) 

i= 1 


Ai'[x) 

Aj(x) 


Định lý này có thể chứng minh đơn giản bằng quy nạp theo n, với n = 2 ta áp dụng quy tắc tính 
đạo hàm của hàm tích hai hàm số. Bây giờ ta xét bài toansau đây 

VÍ DỤ 12 ( USA MO 1989) Cho một phân hoạch 7T của n > 1 là một số nguyên, nghĩa là n có 
thể biếu diễn thành tổng của một hoặc nhiều số nguyên dương nhưng biểu diễn tong phải theo 
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một thứ tự không giảm (ví dụ n = 4 khi đó phân hoạch 7T là 1 + 1 + 1 + 1,1 + 1 + 2, 1 + 3, 2 + 
2, và 4 ). Với mồi phân hoach n xác định A( n) là sso các số 1 xuất hiện trong n và B[n) xác 
định là số các số nguyên dưong phân biệt xuất hiện trong n (ví dụ n = 13 và n là phân hoạch 
1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 5, khi đó A(n) = 2 và B(n) =3 ). 

Chứng minh rằng với mồi n cố định , ta có 

y A(n) = ^ B(tc) 

n lằ phàn hoạch của n n lằ phấn hoạch của n 

Giải 

Đật Ỉ7 T lầ phản hoạch của nA(ĩc) — ữ n va ià phấn hoạch của n B (ĩĩ) — b n . Xet cÁ(x) — CL n va 

B[x) = £“=0 b n ta sẽ chứng minh rằng c/z(x) = B(x), từ đó suy ra a n = b n yn. 

Với m > 2 hàm sinh cho m là 1 + x m + x 2m + ••• Với m = 1, nếu 1 đuợc chọn k lần thì ứng 
với k ta có x k , tuy nhiên đế biết thêm về số lần 1 xuất hiện trong n ta gán thêm biến y, nếu 1 
đuợc chọn k lần thì cũng xuất hiện k lần trong n, do đó hàm sinh cho n = 1 là 1 + xy + x 2 y 2 + 
-Xét 

T(x,y) = ^ fn,k x n y k = (1 + xy + x 2 y 2 + ••• )(1 + X 2 + X 4 + ••• )(1 + X 3 + X 6 + ••• ) ... 
n,k> 0 

Trong đó ta dùng biến X cho tống của mỗi phân hoach và y là số lần 1 xuất hiên trong phân 
hoạch, f n k là số các phân hoạch của n có k số 1. Chú ý rằng nếu 1 xuất hiện k lần thì ta có kf n k 
lần số 1 xuất hiện trong các phân hoạch của n. Do đó 


Do đó 


CO 



k = 0 


co co 

c/z(x) = V a n = V kf nM 

71=0 k = 0 


X' 


Ta có 


Khi đó chọn y = 1, ta có 


dT 

dy 


2 kfn,kX n y 


k-1 


n,k>0 
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dT 

dy 


y=l 


kf nk x n = c/z(x) 

n,k> 0 


Mà 


T(x,y) = 


(1 — xy)( 1 — x 2 )(l — X 3 ) ... 


Do đó 


oo 

Mx) = T ^ z Ỵ]-^- (*) 

1 — X 1 1 1 — x m 

m= 1 

Ta cũng thiết lập hàm B(x) một cách tương tự. Xét 
g( x,y) = ^ g n ,kX n y k 

n,k> 0 

= (1 + xy + x 2 y + ••• )(1 + x 2 y + x 4 y + ■■• )(1 + x 3 y + x 6 y + ) ... 

CO 

= fl( 1+ ĩ^) 

Trong đó g n k là số các phân hoạch 7T của n với k phần tử phân biệt . Biến X biểu diễn cho tổng 
các phần tử trong phân hoạch và biến y là số lần xuất hiện của phần tử nào đó trong phân hoạch. 
Tương tự ta suy ra 

V , _ dỹ 

B(x) = 2^ kg nk = 

k = 0 y 


Ta có 


dg 

dy 


CO 

= 91 x,y)Vf| 

gi 

i = 0 


g'i(y) 

gÁy) 


Với gi(y) = i + ị 


x l y 


g'i\y)=^ỹ vậy ta có 

g'i(y ) 
gÁy) x 


Suy ra 


s(x) 


dg 

dy 


y = l 


X X 

= gị x ’ 1 1 -X = (1 -x) 2 (l -X 2 ) ... 


(**) 
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Từ (*) vầ (**) suy ra c/z(x) = ®(x), do đó CL n = b n yn. 

CHÚ Ý Bài toán có thể giải bằng cách sử dụng nguyên lý Fubini và ta có một lời giải khá gọn! 


ĐINH LÝ 3 Giả sử m, k là các số nguyên dưong , m > 1. Khi đó 


m - 1 

Z i2nkj 
em = 

7 = 1 


(m — 1 nếu m\k 
1—1 nếumịk 


Tiếp mtheo ta có đinh lý sau mà ở lời giải 1 của ví dụ 9 và 11 đã sử dung( Thực chất là hệ quả 
của định lý 3) 


ĐINH LÝ 4 Nếu £ = e 2nilv ,p là một số nguyên tố khi đó 



p nếu p\k 
0 nếu p \ k 


VI DỤ 14 Cho số nguyên dưong m và n, trong đo n + 2 chia hêt cho m. Tính số các bộ bốn số 
nguyên dưong (x,y,z,t) sao cho tống X + y + z + t chia hết cho m và 1 < x,y ,z,t < n 

( sử dụng định lý 1 và 3) 

VÍ DỤ 15 Cho p là một số nguyên tố lẻ và số nguyên dưong k không vượt quá p — 1 . Tìm số 
tập con k phân tử của {1 ,2 , . . . , p }, sao cho ttongr các phần tử của mỗi tập con đó đều chia hết cho 
V 

5 Các bài toán áp dụng 

Bài toán 1( IMO Shortlited 1998) Cho (a n ) E N,n là số tự nhiên, là một dãy số không giảm 
sao cho mọi số tự nhiên đều có thể biếu diễn một cách duy nhất dưới dạng dj + 2dj + 4 CL k với 
i,j , k không nhất thiết phân biệt. 

Bài toán 2( USA MO 1996) Xác định ( kèm chứng minh) tập con X của tập các sô nguyên với 
tính chất sau: mọi số nguyên n có đúng một nghiệm của phưong trình a + 2h = n với CL,b E X 

Bài toán 3 Cho n là số nguyên dưong, đặt 
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n 

/(x) = yy ( 1 + x) 2n ~ 2k ( 1 — x) 

k = 0 


2k 


Chứng minh rằng [x 2m 1 ]/(x) = 0 với mọi số nguyên dương m 
Bài toán 4 Tính tổng 


Bài toán 5 Chứng minh rằng 


© (i) 2 -© 2 —<-<y 

ĩ!-n;)( ĩn n :ĩ)--0 


Bài toán 6 ( đồng nhất thức Euler). Đặt 


00 

f(x) = Ị(1 - X n ) 

k = 0 


Khi đó 


(i _ L 3 k 2 ±k 

[*"]/(*) = ] (_1) ■ nếun = — T ^ 

(o trong trương hợp khấc 

Bài toán 7( China 1996) Cho số nguyên dương n. Tìm số các đa thức p[x ) với hệ số thuộc tập 
{0,l,2,3}thỏa mãn p(2) = n 

Bài toán 8[Putnam 1957) Gọi a[n) là số các cách biểu diễn n thành tống gồm 1 và 2, xếp theo 
thứ tự. Ví dụ 


4=l+l+2=l+2+l=2+l+l=2+2=l+l+l+l 

( ta có a(4) = 5). Gọi /?(n) là số các cách biếu diễn n thành tống các số nguyên lớn hơn 1. Ví 
dụ 6 = 4 + 2 = 2 + 4 = 3 + 3 = 2 + 2 + 2 ta có /?( 6) = 5. Chứng minh rằng a[n ) = 
/?(n + 2). 

Bài toán 9( IMO Shortlited 2007) Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho tập s = 
{1,2, ... ,n} có thể tô màu đỏ và xanh thỏa mãn tính chất sau: tập s 3 chứa đúng 2007 bộ có thứ tự 
(x,y,z) sao cho 


(i) x,y,z cùng màu 

(ii) X + y + z chia hết cho n 


13 



Mừng xuân Canh Dần 201 0 


Hàm sinh 


*franciscokison* 


( đáp số là 69 và 84 ) 


Bài toán 10( Vietnam TST 2008) Cho tập E = {l,2,..,2008}được tô bởi ba màu xanh, đỏ và 
vàng. Gọi A là số các bộ ba ( x,y,z ) G E 3 sao cho x,y,z cùng màu và 2008 chia hết X + y + z 
•Gọi B là tập các bộ ba ( x,y,z ) G E 3 sao cho x,y,z đôi một khác màu và 2008 chia hét X + 
y + z. Chứng minh rằng 2 A > B 

* Bài toán 11 Gọi A 1 ,A 2 , ...,B 1 ,B 2 , ... là các tập thỏa mãn A 1 ^0,B í = {0 }vầA n+1 = 
{x + l|x G B n }, B n = A n u B n — A n n B n , với mọi số nguyên duơng n. Xác định tất cả các sô 
nguyên duơng n để B n = {0 }. 

( đáp số : n là lũy thừa của 2, đẻ chứng minh bài này truớc hết ta hay giải quyết hai bố đề sau 

BO ĐE 1 Nghiệm của dãy hàm G n (x) thỏa mãn phuơng trình GẬx) = G 2 [x) = 1 và 
G n+1 [x) = G n [x) + xG n _ L (x) với mọi n là 


G n {x) = 


V -1 /n — 1 — /c> 

ỊỊA k ) 

k=0 


X 


BỒ ĐỀ 2 Số tự nhiên n là lũy thừa của 2 nếu và chỉ nếu ( 2 £ fe ) ld một chẵn, vo < k < 
2 m_1 với v 2 (n) = m,hay n = 2 m 


•) 
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LỜI KẾT 

Hàm sinh không những chỉ có ứng dụng trong các bài toán đếm hay chứng minh của tổ họp mà 
nó còn có nhiều ứng dụng khác trong các bài toán thống kê, xác suất, trong lĩnh vực tin học, 
. . .Qua các ví dụ trên ta có thể thấy dường như chúng không thế giải được nếu như không có hàm 
sinh. Từ đó ta mới thấy được ý nghĩa và tầm quan trọng của hàm sinh trong các bài toán tổ họp 


Xuân Canh Dần 2010, 16 tháng 2 năm 2010 
Kim Đình Son, 12A1, THPT Chuyên Vĩnh Phúc 
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